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CAPITUL0~-5 
SISTEMAS CONTINUOS 
Por ENRIQUE ALARCON y MIGUEL ANGEL HACAR 
En el capítulo 3 se han tratado problemas dinámicos 
de sistemas con un solo grado de libertad y en el capítulo 4 
los correspondientes a un número cualquierade grados. La 
estructura discreta y contínua {previamente discretizaqa) 
se llegaba a definir como sistema dinápiico_por sus matri-
ces de masa, de rigidez y de amortiguamiento. 
Por diversos métodos se obtenía la respuesta del sis-
tema a cualquier solicitación de ca:rgas variables de modo 
determinado (periÓdico o no) o probabilistico en el tiempo, 
con lo que quedaba resuelto el problema dinámico . 
... L\hora vamos- a referirnos a estructuras continuas. 
En realidad puede abordarses~estudio como caso lÍ-
mite al discretizar la estructura en un número muy eleva-
do de elementos de tamaños cada vez más reducidos. 
Dentro tle las estructuras que llamamos artificiales 
en nuestro capítulo primero podríamos! considerarlas defi-
J nidas geométricamente en una dimensión (lineales), dos di-
mensiones (superficiales) otres(especiales). Claro que aún 
así definida 1:1na estructura, por ejemplo una cuerda o una 
viga puede tener movimientos en un plano o sea con icom-
pone-ntes en otra dimensión que la que sirvió para definirla, 
e incluso con movimientos especiales como sería una viga 
sometida a movimientos de flexión y torsión. 
Del mismo modo en una estructura superficial o de-
finida en dos dimensiones pueden considerarse los movi-
:rpientós en su plano o en su superficie o . fuera de él (nor-
mal o no a su superficie media). 
Como ·estructuras artificiales sop de interés las si~ 
guientes: cuerdas, barrás, vigas (rectas, curvas, continuas, 
flotantes, etc. ), sistemas- reticulares, ( de barras rectas, 
curvas, de sección variable, etc. ), membranas, cáscaras , 
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placas (rectas o curvas), etc. sometidas a esfu~rzos ori-
ginados por sus pesos propios y por las ac.ciones de fuer-
zas y deformaciones exteriores, variables en el tiempo del 
modo más diverso. · 
Las estructuras naturales tienen sus características 
especiales, sus respuestas a determinadas solicitaciones. 
Hay que estudiarlas para llegar a conocer: · · 
a) Su comportamiento antes y después de ser alte-
radas o modificadas por. el hombre.. y 
b) Sus interacciones con las estructuras artificiales 
que sirven para cumplimentarlas o reforzarlas. 
VIGAS. VIBRACIONES DE FLEXION 
· Vamos a estudiar las· vibraciones de la pieza recta con 
las restricciones clásicas de la Resistencia de Materia-
les {elasticidad, homogeneidad, isotropís, etc.) ciñéndo-
nos al caso de que: 
l. No exista amortiguamiento. 
2. Las vibraciones se desarrollan en un plano prin-
cipal de la viga. 
3. La relación canto/longitud es suficientemente pe-
quefia para despreciar los giros de la sección, es 
decir, el efecto de la llamada "inercia de rota-
ción"~ · .·· 
4. Se desprecian las deformaciones producidas por 
el esfuerzo cortante. 
5. ·. Las tensiones originadas por la vibración se man-
tienen por debajo del lÍmite elástico. 
6. Las deflexiones se miden a partir de la elástica 
del peso propio. 
Consideremos ahora el equilibrio en la rebanada de la 
x 
V 
viga de la figura. 
y= f (x, t) es la flecha 
q = la sobrecarga por m. 1 
p = la densidad de la pieza 
A= la secciÓn recta 
l.= el momento de inercia 
Estableciendo el equilibrio de flectores, cortantes y 
relacionando las curvaturas con los momentos se obtiene 
p A Y"= l- El y" J" 
(Lo~ puntos ilidican deriv~das re,specto iü tiempo y las 
cotnas derivadas respecto a la abscisa). 
El establecimiento de esta ecuación se puede hacer 
también de modo directo, pues si hemos admitido las hi-
pótesis de la ResiStencia de M'ateriales, para una viga de 
sección constante se cumplirá 
Si la viga está· vibrando, la carga que soporta es la 
fuerza de inercia alterna, o sea 
q=-pAjl 
y 
que es la misma anterior. 
Se pueden buscar soluciones 
y= Y (x). sen{pt+a) 
' donde 
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A= 
en la que 
. :La determinación de X depende pues de 6 constantes, 
4 de las cuales .. C1;C2, C3, C4 .· se determinan deacuerdo con 
las condiciones de borde y las dos restantes p y a a tra-
vés de dos condiciones de tiempo. 
·. :Si-~.§ltablecemos las 4 condiciones de borde, para que 
el s~~te:ma sea homogéneo el determinante· de los coefi-
cientes debe anularse, lo que nos ofrece la ecuación de 
las frecuencias que es lo que más nos interesa. r-
En el caso general de la viga indicada en la figura, 
L 
apoyada· sobre soportes elásticos de constantes k1 . y k2: 
para las reacciones y k3 ' y .k4 para los giros el determi-
nante que nos da las frecuencias es el siguiente. (Ver ref. 
1) 
-:-A3 
kz 
A3 kz 
El El 
k3 
-A A 
El -k3 El 
3 k2 . 3 k2 k2 3 . k2 
-A cos AL-- sen AL .A. senAL- -cos AL A3chAL--·shAL A chAL--· -chAL 
El El El El 
k . k ' k k 
-A senAL~coS:-A L . -Acos AL .. , -~· -S..e!':AL A.shAL+__ich >..L AchAL+...i..sh>..L 
El El El El 
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c.n 
1 
c.n 
CUADRO DE FREBERG y KEMLER 
~L ~L ~L 
VOLADIZO· 1 ---......... ~' ~ . om ~ Q49~32  f 
e= osa C= 3.51 C: 9.82 
~L uoo ~L 0.333 0.633 ~L 
SIMPLEMENTE ~ r-=----rr ~ SOPORTADA 
C:1.57 ""' e: 8.28 C:14,1 
,. ~L f-L f-L 
EXTREMOS ~~~ ~~ ~-u~ EMPOTRADOS ~'-
C::356 C: 9.82 C:19.2 
-
0.7'76 o.224 ~L f-l f-L 
EXTREMOS ~~ 0.161 0.500 0.132 Q905 0.644 0;356 0.094 1~ ,~............,r-'1 " liBRES 
C:3,56 C:9,82 e =19,2 
UN EXTREMO ~L ~L ~L ~ 1 o~. ~01 EMPOTRADO OTRO  ARTICUlADO ~. t ~=1671 C=2.45 C=7.95 
UN EXTREMO f-L ~L f-L ~64 0554 0.147 0.692 .D.314 0.102 ARTICULADO 
' 
~ ~-
OTRO LIBRE C:2,45 e: 7,95 c:16.6 
------- -
. \~ 
fn= e Viñ14' 
fn= FRECUENCIA NATURAL(~) . 
E = MODULO OE. ELASTICIDAD ( kg/cm2) 
I. = MOMENTO DE INERCIA ( cm4) 
m ::: MASA DE LA VIGA ( kg/cm~cm- st-g.2) 
L = LONGITUD ( cm) 
~L ~L 
~_.!!.44 am M94 
~~ pso on~7JS ~.J" 
e:19.2 C: 31.8 
Q7S 050 . Q.25 f-L QIO GIO 0.40 020 ~L 
~- ~
C:: 2 5.2 C:39.4 
~L o.zzs ~l 
. ~ o. 72~0 CU71 1 14':!-~ ...... ,....... ...... .....,. 
C:318 C: 475 
f-L ~L 
0.927 Q723 oso Q277 Q073 0.940 OTJr. 0.511 04011 Q22'1 QOIO 
l,......r;>~ ......... bl ~,.... ...... n..:..n 
C:31,8 C:47.5 
~L f-L 
~ 4706 0.471 Q.23S 1 0:162 0571 ~1 0.110 ~~rr· ~~~ ~3.~-C= 28 4 . 
~L ~L 
Q'l'65 0.529 0.293 00777 0110 Q61t QQI"CI237 0.630 
~........... " ~~ 
C=~~- - -~·=_!.3,3 
kg· crñ2~ cm 4 _ 1 
seg.2 kg·crñ 2· st-g~·cm~ -
Imponiendo las condiciones de borde para cada caso.; 
e igualando a cero el determinante anterior~ al resolver 
la ecuación resultante obtendríamos las frecuencias y, ya 
facilmente 1 los modos. 
A continuación se incluye la tabla de Freberg y Kem .. 
ler (ver ref. 8) que nos permiteobtenerdeunmodoinme .. 
diato los resultados para los cas_os más corrientes de li-
gaduras en los bordes. 
Insistiremos nuevamente en que se han despreciado 
las defo~maciones debidas al esfuerzo cortante y los tér .. 
minos de la inercia rotatoria. La ecuación del movimien ... 
to que se obtiene al incluir esos efectos se conoce con el 
nombre de "Ecuación de Timoshenko" y presenta la for-
ma 
El yiV =!1 (x)-~ f'(x)- f (x) K'GA' 1 2 
en la que 11 (x) es la carga por unidad de longitud que so-
porta la viga y 12 (x) una carga de momentos por unidad de 
longitud. El primer término del segundomiembrocorres-
ponde a la teoría normal.de la flexión ,pura, el segundo· 
constituye el efecto del cortante y el tercero el de la car-
ga de momentos. 
Jacobsen y Ayre (verll)hanrealizado un detenido es-
tudio de esta ecua;ción. A nosotros nos basta saber que en 
los casos normales de disminución experimentada por la 
frecuencia al tener en cuenta estos efectos es desprecia-
ble. Por ejemplo, para una viga con ambos extremos apo-
yados (ref.12):el error es menor del lo/o cuando Llkn>45 y 
menor del 5% cuando . Llkn >20 donde n es el número del 
armónico que se estudie y . K= (l/A;112 es el radio de giro. 
Volvamos de nuevo sobre 
.Q!1 .. IV O El y +y = 
cuya solución es ;, = 'f'(x). sen (pt+a): 
Al sustituir queda. 
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Las y se llaman funciones de forma y representan el 
"estado de la viga para cada modo de oscilación. Una vez 
resuelto el determinante de las >.. tendremos unos valo-
res 
y sus correspondientes 
P 1 ; P2 ; P3 ; • • • • • • ; Pn ; • • • • 
A cada uno de ellos le corresponderá una función Y, 
obtenida al resolver· la ecuación anterior, ~se puede de..;. 
mostrar: 
1 Q Que las funciones Y n son ortogonales respecto a 
la función -m=pA- que da la masa de la viga por 
unidad de longitud. 
Para dos modos diferentes' 
Cuando r= 1 las funciones de forma se llaman 
normalizadas o 1funciones normales 11 • (Comprué-
bese la completa analogia con lo dicho para sis-
temas con n grados de libertad). Las represen-
taremos por Y"n- .. 
2Q En gen~ral se demuestra que 
donde los valores se han puesto en la forma 
El =El
0 
T 
m =m m 
o 
2 
J,.4=pnmo 
n El 
o. 
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3 Q En virtud de la ortogonalidad las · funciones de 
forma se pueden utilizar para desarrollar en se-
ríe las cargas q"Q.e actúan sobre la viga. 
Si f(xJ=I. A Y ' 
n n 
\
6. 
A = . m f (x}Y dx n n 
• a 
LOS ME TODOS APROXIMADOS PARA LA DETERMINACION DE 
FRECUENCIAS NATURALES 
Hemos ;.presentado anteriormente el caso de la viga de 
sección uniforme; para los casos de sección variable se 
pueden planteár1 también las ecuaciones diferenciales que 
las representenJ pero en general se descononcerá su so-
lución sencilla. Conviene entonces la utilización de los 
métodos aproximados queJ substancialmente se reducen 
a los dos ya indicados en el apartado: 4, a saber: el méto-
do de Rayleigh y el de la iteración matricial o método de 
Vianello-Stodola. 
Para lli"1.a vi~a con desplazamientos obtenidos de 
y (x, t) =y (x) sen (pt =(J.) 
la energía potencial es 
Si la viga tiene una masa pA (xJ p. m. I. y cargas con-
centradas mi a distancias xi del origenJ la energía ciné-
tica es 
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y abrevíadarnente 
Del principi.o de conservación de la energía 
Cuando 
pt +a= TT/2 , 317/2 , • .. . C = 1!,. J u 
y por lo tanto 
j' l El 
·o 
Conocido Y (x} obtendríamos el valor exacto de P·. 
El método de Rayleigh consistirá en suponer un razo-
nable Y (x} y obtener el correspondiente valor de P· 
Como habíamos indicado la aproximación de P es ex-
celente aunque la de Y (x} sea muy grosera, y siempre se 
obtienen valores por encima del real. Por lo tanto repi-
tiendo el procedimiento una serie de veces y escogiendo 
el menor valor, obtendremos un resultado apreciable. 
-Para.hacer esto de una vez, se puede suponer 
n 
Y(x}=IB Y (x) 
l S S 
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donde . B;: son parámetros arbitrarios que se determinan 
con la condición de llevar p· a un mínimo. Se forman 
(s = 1, 2, 3, .... n) 
La eliminación de los .Bs lleva a un determinante enp 2 
cuyas raíces dan valores aproximados de las n frecuen-
cias primeras del ·sistema. Es el método de Ritz. · 
Veamos ahora el In:étodo. de Stodola-Vianello. Según 
habíamos dicho, la ecuación de los modos se puede es-
cribir 
Tomemos una primera aproximación de Y, Y1 . 
Resolviendo esta ecuación obtenemos una solución 
Si r1 hubiera sido el valor real Y1 =Y= P2 • !1 (xJ 
2 yl 
p =--
fz(x} 
Si esto no ocurre supondremos una nueva aproxima-
c.ión Y2 =Kfz (xJ que al se~ sustituída dará un nuevo valor 
Y= P
2 
• !2 (xJ que debería ser precisamente Y2 • 
Continuando el proceso se ve que los valores de P con-
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vergen hacia el valor correcto de la frecuencia y los de 
Y i hacia la expresión real de modo de vibración. 
Entre los métodos aproximados debemos· ·citar tam-
bién el de Dunkerley- Southwell que produce resultados 
análogos al de Rªyleigh con mucho menos trabajo. El de-
sarrollo puede verse e:n (15) o bien en¡ (11); 
Supongamos una viga simplemente apoyada sometida 
a una serie .dE:! cargas P2 • Dunkerley· propuso en 1893 que 
la frecuencia fundamental del sistema cumple, aproxima-
damente la relación 
_l_=_I_+L+ .... +L+ .... 
2 2 2 2 
P Po P1 Pi 
Donde Po es la frecuencia de la viga sometida a su 
peso propio. 
Pi es la frecuencia de la viga i~material sometida a 
la carga Pi. 
Como p-=1··~.·.·· . ~ ¡:;::-y st. 
~ 
en los casos en que se puede despreciar el peso propio 
Siendo cada Y . evaluada cuando solamente actúa ·la 
. Stl 
fuerza Pr· 
El método, por lo tan,:to, es aplicable a cualquier tipo 
de estructura. 
MATRICES DE TRANSFERENCIA. 
Cabe preguntarse hasta que punto sería exacta la hi-
pótesis de sustituir el sistema real por otro, mas sen-
cillo, en el que las masas se conc:entrasen en puntos 
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determinados. 
En el caso de la viga simplernente apoyada es muy 
sencillo ver que, si 
existe'una,masa·M con-
centrada en el centro., 
¿ . ___ h-/z_-- - -~ A 2 48 El p = M L3 
;-------------- ______ L ____ "---------~ 
es decir 
lo que exige 
Del cuadro de Free-
berg 
n=1,57-V El 
mL 4 
En el caso de una viga simplemente basta concentrar 
la mitad de la masa en -el centro para obtener la frecuen-
cia real.· 
Cuando una viga presenta características complica-
das, se pueden concentrar las masas en puntos determi-
na-dos; de este modo sistituíremos el sistema real de il1-
finitos grados de libertad por otro con un :número limita-
do "n". 
La exactitud será mayor con n. 
Naturalmente existen muchas posibilidades de agru-
pación. (fllgunas indicaciones sobre la exactitud alcanza-:-
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ble se dan en 13) aunque no entraremos en su discusión. 
_Partiremos pues de una viga con masas concentradas 
rn 1 mz_ m 3 mi mn 
. %-~~i~"~-~=::t:=t~~"-:.~-~=~~,,:_.::.:; __ : .. ·.:~ 
,/----·--- . ~·--- --- .... ·- - ......... -~ .~- .... . .... -- - ..... - .. - .. ----- ......... -- -- -------- - ·;1' 
i 
tal como se indica. 
Entre cada dos masas la viga se supone uniforme. 
¡ 
--------
Aislemos la masa mi con el trozo: l¡,. 
Es claro que se cumple 
M=Ela' 
a =r' 
5-13 
Puesto que la única fuerza externa es la de la inercia 
y la solución era r= y; sen (pt+a) ¡, las ecuaciones de equi-
librio son 
Por integraciones sucesivas obtenemos 
· M. l~ 
a.+ 1 =l.-'-+-'- Q. + 
' ' El. 2El. ' 
' ' 
En forma matricial 
2 3 l~ l~ p mili 
li ' 
__ ,_ 
6El. 2 El. 6 El. 
' ' ' 
2 z2 l~ p mi li 
' 
__,_ 
2 E l. E l. 2 El. 
' ' ' 
2 p. mili o li 
2 p mi o o-
·o bien 
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Los vectores {ZJ se llaman "vectores de etapa" pues 
dan la información de cada punto., mientras que 1/U//-. es la 
- ·. ' 
matriz de transferencia en la etapa: i. · 
Está claro que las etapas 1 y; n se relacionan a través 
de 
La matriz IIPII es la matriz dé transferencia total que 
relaciona dos etapas con características ·conocidas. 
Para la viga biapoyada., por ejemplo., tendríamos 
o o 
a a 
o o 
n ]· 
Q Q 
que· obliga a 
es decir la ecuación dé frecuencias. 
Para la viga: ~mpotrada ·y -libre 
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r ( o P33 P34 
4> 
1 
Q 
~ 
·O = IIP,¡ll M = o 
o Q P43 p44 
n 
y así para cualquier caso. 
Una vez obtenidas ·las frecuencias el estado de cada 
modo r se obtiene a partir de 
Si en lugar de una viga a flexión tenemos un eje a tor-
sión, el equilibrio se obtiene de 
( 
p21.) 1 ();+1= 1---' 8.+- M . 
' k. ' k Tt 
' i 
l :J 
p21. 
_1_ 1---' 
k. k. 
' ' 
i+ 1 ;_ p2[i 
donde Ii es el momento de inercia de la masa i, 8, el des-
plazamiento angular y MTi el momento torsor. 
Si el eje está empotrado y apoyado 
\ () l i o fl 
y como O=p1181·la ecuación de las frecuencias es P11 =0 
Para más detalles puede consultarse (16). 
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LA VIGA CONTINUA 
El estudio de la viga continua se puede hacer directa-
mente cuando el número de vanos es pequefío, pero en· 
cuanto es superior a 3, la resolución directa (ver. vg.: 
ref. 8) se pr-esenta inatacable. Por ello vamos a prescin-
dir de esos casos que se pueden estudiar en cualquiera de 
las obras que se ofrecen en la Bibliografía presentada y 
trataremos el caso genel'al. · 
Aislemos un vano AB , de la viga en cuestión. 
Los giros en los extremos A y B, debidos a la vibra-
ción se pueden poner en la forJlla : MA cfo A. y . M8 4>8 , donde 
r/> A y cfo 8 son los giros debidos a uri momento unidad apli-
cado respectivamente a uno y otro del vano en cuestión. 
Para la viga AB podemos escribir las siguientes con-
diciones de borde 
Y (O) =Y (L)= O . . , ............... 2 ecuaciones 
Y' (O) =M A cp A =El Y" (O) cp A ••.... 1 ecuacion 
Y' (L)= M 8 cp 8 =- EIY"(L)cp8 • ..... 1 ecuacion 
Si aplicamos estas condiciones a la función solución 
general de la viga 
y eliminamos las constantes, para que el sistema sea ho -
mogéneo resulta la ecuación 
K'~+K"8,\L (cos AL shAL-senAL chAL)-
'4 
-K'A. K'8 (AL;2(sen>.L. shAL+cosU. ch>.L)-1=0 
donde hemos hec~o K'A 4 El e/> A L y [('8_ 
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4Elp 
L 
es decir,, resulta una función 
que se puede representar gráficamente para los valores 
más ii:tteresantes de sus factores. Es la curva que se ad-
junta a continuación. 
Quiere esto decir que si conociéramos ifJ A Y ~ 8 de 
esa curva sacaríamos AL • El procedimiento será obrar 
por tanteos ·mediante el esquema siguiente: 
1) Suponem·os un valor de AL= (ALJ 1 
2) Buscamos los valores de <P 
3) Formamof · las K' 
4) Buscarnos el correspondiente valor (A.LJ2 en las 
tablas. 
Si este valor no coincide con el supuesto en un prin-
cipio repetiremos el proceso sucesivamente hasta conse-
guir dos valores 
en el esquema expuesto anteriormente son sencillos los 
pasos :1,3 y 4, pero necesitamos evaluar los cf>· y a ello nos 
vamos a aplicar. 
_El problema abarca otros dos;· en efecto, el ángulo <1> A 
se podrá determinar aislando la viga vecina a la 
- ...... ·. )1 
---a: ........ --~ ~~c;a . ~ 
...., . ..," .... . 
11' . . ,-
h \.a::: - 1 --. . . '. "h_-:--8 .. .;:t . _, 
... ~- . 
que nos sirve de estudio, esto es la A 1 A. 
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El problema se reduce 
a 
~) Determinar el ángu-
lo de una viga en sus 
apoyos,: cuando en 
los extremos actuan 
momentos · armóni-
cos. 
Pero esto implica 
naturalménte: 
1 \ \ ~ 
\ \ 
' 
x· 
\ \ 1\ . '\ -- .. 
\ \ '\ .... -
\ 1\ . ~ 
" 
.. 
\ . \ 1 \ ~ 
\ . 1 \ " ........ 
1\ \ 
1\ l\ \ 
\ \ \ \ 2 \ 1\ \ 1'\. ¡ -¡... 
\ \ \ ~ 
\ ·\ \. 1\ ~ ' l \ \ \ ""t--._ 
\ 1\ · .. ['\ . 
" 
' 
\ 1\ \ ' 1'--r-... 
" \ '\ ~ ... ........... r--
\ \· :.... 
' 
ro--
-
~ \ . ~ \ ~ i'-. 
1 \ \ \ ' ~ r-..... \ ' \ i'. -.... ¡-........ \ \· \ ~.f ......... r-..... r--r-~ 
r\ \ \ ~ :--...... r---1---
' 
r--..... 
\ .\ 1\ \ ,..., 1' t'-... -r-.. ro--
\ i\ ~ ¡--..... r--...... -r-r--r\. 
-
. i\ \ ~, "~ .. ......;; r- r--1--r-:. r--,... r-. 1--
1\ \ ~ "!'.. '-... -r-!"--r--...... t--
" 
~~¡, 1"- f"".. r-- ""r-. t--. -r--
-'-
'\ ¡,_ '~[( k. ......... ¡--... r-t- t---1---1---~"-..... t--. 
r<. r..... ........... r-- r-t- -r--1---1--o ¡...., t--!-..... 1--- . 
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2) Conocer los momentos que actuán en los apoyos 
del resto de la viga continua cuando en un extre-
mo aplicamos el par unidad. 
Vamos a ver sucesivamente los dos problemas. 
PROBLEMA 19 
Supongamos ahora nuestro problema concreto1 esto 
es~ la viga simplemente apoyada en uno de cuyos extre-
mos actuá el par armónico M 1 sen wt • Sabemos que 
y (x, t)'= Y (x), sen pt 
en donde 1 si hacemos . 
t-11 sen v#'t (~;====------.. ·-· -.....-~ 
1 2 
FIGURA 4 y (x} viene dada por 
Y (x} = B 1 sen A x + B 2 eos A x + B 3 sh Nc + B 4 eh A x 
Como las condiciones en los extremos son 
y = O, para · x = O y x = L 
para x=L 
-E 1 ~~ =M 1 sen wt para x =o ax 
obtenemos los valores 
y_ (- etg AL sen A x + eos A x- eh 'A x + eth AL sh A x) M 
- 2 E 1 A 2 . 1 sen wt 
~ - etg AL eos Ax- sen Ax- sh Ax+ eth XL eh Ax).M wt ax ~~~--------------------~---- lsen 
· 2 El A · 
es decir la flecha y la pendiente en cualquier punto de la 
viga. Como nos interesan los valores en los extremos 
bastará hacer x =o 'y x = L en los paréntesis y obtenemos 
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a _ ctgh A L - ctg A L 
11
- 2EIA 
cosecH AL - cose e AL 
2EI A 
Bishop y Jhonson (ver g) definen el concepto de receptan-_ 
· cia como la ampij;tud _de vibración lineal o angular de· un 
punto cuando un par o fuerza unidad armónica se aplica en 
otro punto. Según esto, los .valores '!-rs son las receptan-
cias en el punto ·r debidas al par angular actuando en !>. 
Naturalmente si actúa un par unidad en el extremo 2 
. y la viga es uniforme se podrá escrib:tr 
Por consiguiente, si existen momentos en los dos ex-
tremos (n-l,n) de .Un 
tramo en· una viga con-
· Mnsen nwt 
.a) 
·n 
tínua, podremos escri-
bir que 
Vemos además claramente la. posibilidad de. escribir 
un~ ecuación de los tres momentos dinámica, pues ·en el 
tramo n, n+l tambien 
y teniendo en cuenta la igualdad entre las dos expresjo• 
nes de Y' (LnJ , obtenemos, tras ordenar, 
M a +M (a +a• ··)+M . a• =0 
n- 1 n, n- 1 n nn nn - n +1 n, n + l 
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que nos puede servir para los casos de pe,queí'lo número 
de vanos. 
En resumen: 
Mn;:_1 sen wt Mn sen wt 
(~.~2. .............., _ ____,_¡;.) 
+ J~-· --. ----{ 
Y" (O)=a M . +a M-
n- 1, n ~ 1 n- 1 n- 1, n n 
f'.(L )~-:-:-a 1 M 1 -á M n n, n - n - n, n n 
Haremos ahora dos observaciones 
1) Las receptancias son a=a(A,·L,EI) 
Teniendo .en cuenta que nuestros tanteos van a ser en 
función de XL conviene separar el factor de elasticidad. 
Para ello 
all =-1-(cth XL~ ctg XL)== -·-3 -(cth XL- ctg XL) .-L-
2 El A 2AL 3 E 1 
Análogamente 
L 
a11=() --
. 3 E 1 
a12=-
1
-(cosechAL- cosec A.L)=_L(cosech ,\ L- cosec ,\L)-L-
2 El.A AL 6El 
Con estas nuevas notaciones es claro que 
M L tfr, Y"(O)=~ 
6E 1 
n n 
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m L O y• (L }=- n n n 
n 3 E 1 
n. n. 
y podemos tabularlas funcione& 8 y 1/J en función de AL- lo 
que nos facilitará los tanteos. 
2) Cuando los vanos tienen caracterÍsticas diferen-
tes conviene usar uno de_ ellos como referencia. 
Entonces sería · 
L =a L 
n. n o 
es evidente que 
y poniendo los valores-_anteriores >..n=h~>..o 
Y también A L =K >.. L n n n o o 
PROBLEMA 2! 
D~terminar los momentos .en los apoyos cuando en el 
extremo vecino a la viga de referencia actúa un ·par a:r..; 
mónico unidad. · · 
El problema es similar al que se nos prese~ta: en e~ 
estudio de la resistenciade materiales. Cuando-el núme..: 
ro de vanos es pequeñola resoluciónde las ecuaciones de 
tres momentos que se presentan es sencilla pero al ere;. 
cer los vanos por encima de 3, ya empiez~ a presentar-
se serías dificultades; en el caso de la teoría de R. de 
Materiales esto se obvia· utilizando un método iterativo,_ 
vg: el de Cross. Vamos a presentar nosotros; un método 
paralelo y que nos permite resolver con sencillez todos 
los problemas intras1acionales. Un tratamiento similar 
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puede verse en Gaskell (10) y Raithel (11). 
Empezaremos definiendo conceptos análogos a los em-
pleados en el método de Cross. 
1) Factor de transmisión. 
Es el momento engendrado en el extremo empotrado A 
~ de una viga AB cuando 
+ . en el B se aplica un mo-
...,-..,._p . · · "\M 1 mento unidad. 
_ 1 + ~ -~ ~ ) Con la convención de ---------~ . signos indicada 
A B 
Aplicando la ley deducida anteriormente 
Como el momento es el nudo en positivo 
2} Coeficiente de rigidez. 
Es el momento que es 
necesario aplicar en el 
extremo B apoyado de 
una viga AB, para que 
se produzca en el mis-
mo una rotación unidad. 
Repitiendo la igual-
dad anterior 
Y'B =- tf¡_l:_ (- j!_ ) M - (J _!:__M 
. 6 El 2 (J b . 3 El B 
MB L 4fl~t/J2 
Y' B =---.. ,.-----'--
12El 8. 
Si f8=1, M8 . =KBA y por lo.tantó 
5-:25 
ba ___ _ K _ 4.El_ (. 38 ) 
. L 4 ()2 _ tfJ 
·(Observe se _que el primer factor es el corf.espo9-diente va-
,lor estático). 
Si la viga .fuese articulada _en A 
Y, (} L 
3) Factor de distribución. 
B=---MB 
3 El 
Kb =--~El !_ 
a L (} 
· que es precisamente el 
correspondiente al co-
nocido valor 3!4 . del me.;. . 
todo de Cross .. 
Es el momento que ac-
túa en cada barra de un 
nudo cuando sobre éste 
actúa un par unidad .... 
Si a un nudo cori n 
barras le obligamos a. 
girar un ángulo wlidad 
mediante un par : M 1 -, en 
cada barra se engendra-
. rán m-omentos que se-· 
• rán los co:t"respondientes coeficientes de rigidez , K.'" 
. . ··.. . . . ' 
Si aplicamos un par cualquiera 
M=_M_. I.k. 
I, k. ' 
' 
. ;: . . , - . k. 
y el valor de cada momento sera M.=M-'-
' I.k 
con_lo que el factor de distribución es sencillament'e;v=l· 
. . ~k 
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En la viga contiriua tan solo son dos los ·k a tener en 
. ~ 
cuenta en cada nudo~ por ello,~ en vg: !B, ser1a 
X 
B 
A.·-·· 
e 
P KAB AB"'" 
. KBc+KAB 
·En cuanto al' proceso .operativo se comprende que es 
análogo al de Cross: el único momento de empotraml.ento 
existente· ép el par unidad en el vano ~e referencia y los 
restantes se obtienen por iteración equilibrando nudos su-
cesivamente. 
En definitiva~ como esquema para resolver la viga 
continua daremos el siguiente resumen 
1 Q: Suponer un valor. AL 
2Q. Determinación ·de los. momentos en cada apoyo 
en función del momento de referencia unidad. 
3Q. Calcular las \rotaciones en los extremos a tra- · 
vés de los mome.ntos anteriores. 
4Q. Formar las expresiones kA. k'8 y buscar el va-
lor 'J..L correspondiente en las tablas. 
En esquema 
El proceso se repite hasta conseguir la exactitud de-
seada. 
PORTICOS INTRASLACIONALES 
En el caso áe pórticos intraslacionales el método in-
dicado para las vigas continuas se puede uti~izar sin ·más 
que aum~ntar el trabajo en cada etapa. Par'a ello es pre-
ciso suponer que la rigidez·de los soportes impide su vi-
bración longitudinal y que la transversal no se ve influÍ-
da por los esfuerzos axiles. 
Con estas salvedades vamos adesarrollar eljejemplo 
siguiente. 
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· PORTICOS TRANSLACIONAL ES 
Cuando existe la posibilidad de despreciar la masa de 
4 ...... ---.....------. 
3 t-----+----ioo4 
"2 ,__ ___ ..,_ ___ ..,. 
1 ¡.....----+-----. 
m
4 
los soportes, concen-
trando _los pisos ten-
dríamos un sistema con 
.. 3 
n grados de libertad -la 
estructura a cortante-
_,... rn2 
que ya hemos estudia-
m, do. 
En el caso en que 
no es cierta está supo-
sición, se obtiene un 
valor aproximado con-
centrando las masas en los pisos y sumándoles las co-
rrespondientes de los pilares en el piso i. 
i.+r 
t,-' 
mi= m¡+ Y2 (m¡; i-1 +mi; i+ 1 J 
desde m¡ es la masa 
del dintel y 
m¿ ; i- 1 ; m¿ ; i + 1 
las dé los pilares en-
tre pisos vecinos. 
Cuándo está hipó-
tesis sea excesivamen-
te ·burda: se puede atacar el problema general de acuer-
do con las indicaciones que hacemos a continuación (vea-
se 1 ). 
PORTICO A CORTANTE CON MASAS DISTRIBUIDAS 
. Previamente al estudio general vamos a tratar un ca~ 
so aproximado que, luego, nos servirá co.mo segunda eta-
pa de nuestro trabajo. 
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Estudiemos el pórtico a cortante suponiendo que las 
columnas tienen masas distribuídas. La ecuación de lae 
frecuencias es, como antes, 
con la salvedad de que la matriz IIBII de rígidez es diferen-
te según veremos. Como el proceso de resolución es ite-
rativo conviene transformar la ecuación. Si tomamos co-
mo elemento de referencia un pilar 
A_4-
o -
~ E 1 
o o 
y hacemos patente la· fila t 
~E~010 AtiiAII-IIBIII ~o 
E 1 ~A4M.U.-I. . 
m 0 , , Kij U i = O 
o 
donde Mi es la masa del dintel y u i la amplitud del mo-
vimiento escogido. 
Si ponemos M. = b. m y L. = A . L 
& & o & ·' o 
es decir 
EI(AL;4 
o o o o b a U I.K U . 
L 3 i i i - . ii 1 = O 
o 1 
La resolución es por tanteos 1 suponiendo un A0 Lo 
desarrollando el determinante y comprobando si se anu-
la. 
Los valores deiiBIIse obtienen como suma en los cor-
tantes que se producen en cada piso cuaridd todos están 
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inmc$yiles. y uno solo se mueve (recuerdese elsignificado~ 
de KiJ \). . 
Para ello conviene estudiar los cortantes que se pro;;. 
ducen en una viga empotrada o empotrada y apoyada cuan;;. 
do se produce un desplazamiento armónico de sus extre-
mos. 
Puede verse que estós son 
M (O} 
M(L_) 
QJO) 
Q (L) 
6 El 
~ 
12 El. 
- L2 
12 E 1 
----¡:3 
_ (A L)2 {eos AL-eas sh AL) 
6 (1 - eos AL eh AL) 
(A L_;2 (sen AL sh AL) 
6 (1 - eos AL eh AL) 
(AL):;, (sen AL+ sh AL) 
12 (1 .... e os X L eh XL) 
(AL)3 (sen AL eh AL +sk AL eos AL) 
12 (1- eos AL eh A LJ 
Viga empotrada y apoyada 
M (O) 
M (L) 
L 
= o 
3 El 
---¡;-2 
(A L)2 i(sen AL efl- .\ L + eos AL sh AL) 
J {sen X Lch XL:_ cos XL sh AL) 
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Q (O) 3 El 
----¡:3 
Q(L} '= 3 El L3 
(A L)3 (eos >..L +eh AL) 
3 (sen AL eh >..L-eos AL sh AL) 
2 (A L l e o~ A L eh A L 
3 (sen AL eh AL- eos AL sh AL] 
Con objeto de facilitar los tanteos se pueden utilizar 
las tablas de Rogers. 
EJEMPLO 
l. 
Sea la estructura que indicamos en la figura adjunta. 
® 
·~ 
\ ro \ 1 1 1 
® 1 1 1 1 1 1 
' ' 
1 
1 1 1 
1 1 1 1 
CD 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 / 1 1 
• •,'l/· ·~ /.: ' . ~·~. .·. . 
'• •" 
...... './·.· .. · .1'.1.'·,,.0:·,_, 
Si movemos· el primer piso en lo alto de _las columnas 
V 12 El. 
--¡;3" 
(ALf(~enAL ch-AL+ sh AL cosA L] 
12 (1 - cos AL eh A LJ 
y la misma exp~esión se- utiliza -con valores de L ade-
cuados- para el~extrerp.o inferior del piso 2. Para el su-
perior 
V l:ZEI ~ 
(A Lf (sen A. L + sh A LJ 
12 (1-_ cos AL eh AL) 
La suma de cortantes en el primer piso daría el va-
lor K11 ., el 1K21 L•, sería la suma de los producidoseri~lse­
gundo piso y e1JK31 =o • De un modo similar se procedería 
para el resto dé-los coeficientes~ recordando la .simétrHi 
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de la matriz IIBII 
PORTICOS TRANSLACIONALES PROPIAMENTE DICHOS 
Se resuelven en dos etapas. En la primera se consi-
deran intraslacionales y se determinan los cortantes en 
cada piso. En la segunda se producen los desplazamientos 
necesarios para que se anulen dichos cortantes. 
Según esto a los cortantes que acabamos de indicar se 
sumarán los que resultan del pórtico intraslacional y con 
ellos:geterminaremos la matriZ\\B\IY podremos anular el 
correspondiente determinante. -
Para sacar los cortantes en función de los momen-
tos basta ver que si aplicamos un par unidad en el extre-
m-6-:de -una viga las reacciones son 
por tanto si existen dos momentos MA" y M8 aplicados 
~ RA~MA'B+MB'A 
? Ra~MA'A+MB'B 
que nos permiten determinar los cortantes asociados a la 
etapa intraslacional. · 
PIEZAS CURVAS 
El estudio de las vibraciones de los arcos no ha al-
.. -
canzado el grado de desarrollo que acabamos de ve:P en 
las estructuras porticadas. En gen~raL se ·utiliza el mé ... 
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todo de Rayleigh-Ritz, pudiéndose comprobar que, cuan-
do el radio es muy grande en comparación con la luz, las 
frecuencias naturales son ligeramente inferiores a las 
de la barra recta con igual sección y luz. 
Una descripciÓn Útil pese a su . antiguedad es la de 
Lamb (18). · 
Los métodos matriciales que se aplican en la actua-
lidad, así como algunas referencias, se tantean en (7) .. 
En el caso de arcos circulares biempotrados con va-
lores de a comprendidos entre 180 y 360Q DenHartog. 20) 
obtiene que la frecuencia natural es · 
~ El )¡lr¡¡-p=f a¡_. _2 / __ 2.-. e mR4 
donde 
E 12 =rigidez a\ flexiÓn 
e =rigidez a torsiÓn 
cuando existe posibilidad de acoplamiento entre vibracio-
nes en los planos de la figura y normal, o bien 
p=f(a) }/E/ 
mR4 
Los valores · f (a) y tf; E:2)se dan en gráficos 
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(f; a) 1 en .la referencia citada. 
Cuando el ariillo circular es completo con masa y ri-
gidez uniforme, se demuestra (ver Timoshenko (1) que)< 
la forma respecto al desarrollo de la circunferencia es 
una sinusoide \ y las frecuencias son 
P_f n(n
2
-l) .]·~--_ .. ·.El ~ v·:~-R4 
. . . . 
donde in jes la masa por unidad de longitud, El la rigidez, 
R el radio y n ·~el número de ondas que se forman 
1 
1 
1 
\ 
\ 
1 
' 1 
1 
p=2,68 l·r;;_· •..V~ 
·-
. . \. 
p=7,s9llli 
· V mR4 
1---
. . . \ 
p = 14,551 ¡¡-¡-_' E 1 v·--;R4 
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En el caso en que, además; es posible la vibración 
fuera del plano del anillo las frecuencias angulares son 
donde' v es el módulo de Poisson. Es decir las frecuen-
cias en ambos casos son prácticamente iguales. 
Si lo que se estudian son vibraciones radiales la fre-
cuencia es 
P= r 
1¡---;-;-_ ·-
V~ 
y si se estudian las de torsión 
X. 
donde¡ Ix es el momento de inercia de la secciÓn/ transver-· 
sal re'specto -~1 eje ¡x e IP, el m·omento polar de inercia de 
la misma. Es\Útil-recordar que si llamamos 1 d· a la velo-:-· 
cidad de propágación del sonido a lo largo de la barra · 
·]lEA. e ¡f~=-R----
·s-35 
por lo que 
P¡= 
P,=== V 1 + n 2 _!2_ 
R 
Las frecuencias P, y Pe son pues muy altas campa-
radas~ con P1 • 
Se adjuntan como complemento las curvas que dan las 
frecuencias de vibración, dentro y fuera· de su plano, de 
los arcos circular parabÓlico. 
Las curvas están extraidas de una memoria de Vol-
terra (ver 19) ·indispensable para la comprensión del pro-
blema. 
El planteamiento se hace una vez más mediante . el 
método energético utilizando las formulas generales pa-
ra los esfuerzos interiores en piezas curvas que desarro-
lla Lave en su conocido tratado de elasticidad. 
Además de los valores para parábola y circulo que se 
adjuntan, Volterra incluye los resultados para catenaria 
y elipse, con lo que el gráfico final es de gran interés. 
Por su generalidad e1 método puede seraplicado a ca-
sos más complejos y es imprescindible su lectura por el 
estudioso. 
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FRECUENCIAS PROPIAS DE VIBRACION EN EL PLANO DEL ARCO 
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w -~vl.L. 
l1 P1t 
2o•. 2s• 
CATENARIA-
5.:..39 
FRECUENCIAS PROPIAS DE VIBRACION FUERA DEL PLANO DEL ARCO 
eo 
50 
40 o 
c2 30 
R• Ro 
20 
10 
o 
o• ,so 10° 
·w • .f..y El 
f2 Prt 
15° 2()0 25° 
PAR ABOLA 
15° 2QO 25° 
CIRCULO 
5-40 
30 ..!!.!_ 
r 
3QO 35° 40° o(. 
VIBRACIONES FORZADAS 
La ecuación que rige el movimiento es 
donde (!) ~ intensidad es la carga, varía con el tiempo y 
con la abscisa considerada. 
Con objeto de resolver la ecuación vamos a utilizar 
coordenadas normales q (tJ y funciones de forma Y (x) .Me-
diante ellas se puede definir 
y(x;t)="i YJx). qi (t) 
La ene.rgía cinética es 
La energía elástica 
La función de disipación 
donde e es el amortiguamiento p. m. l. de viga. 
Como 
y (x ;t) = I Y. (x) q. (t) 
' ' 
y" (x;t)= "i.Y'¡'(x). q¡Jt) 
y la r-ésima ecuación de Lagrange es 
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teniendoen cuenta la ortogonalidad de los .modos y po ... 
niendo 
f m y2!(x)dx=M r. r 
J mY,. Y¿dx=Ofi=l:rJ 
Si se admite amortiguamiento proporcional 
C=2{3m 
La ecuación de Lagrange se escribe 
0 1 bien 
que es la ecuación r-ésima desacoplada del movimiento. 
Respecto a Nr; puede expresarse a través de las fun-
ciones de forma según ya dijimos 
y si 
N r = ( W {x;t). Y r (x) dx 
W(x;t)= Po p{x). f(t) 
L 
N,=P{ f(t}fp(x)Y,(x)dx 
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Al cociente 
1 ,. r, =- p (x).Y (x) dx 
. L • r 
se le llama "factor de participación" pues se refiere a la 
importancia de cada modo b respecto a la fuerza actuan-
te. 
Como 
la ecuación r-ésima es 
La solución se consigue a travé.s de la transforma-
ción. de Laplace. Si se hace' 
q, (0)= q, (O)= O 
Si independizamos 
P r . 
q (s) = - 0-'- H (s) f (s} 
r 2M 
Pr r 
y 
Precisamente L- 1 [H(sJf(sJ] es el factor de ampli-
ficación dinámica de la carga, expresable a través .de la 
integral de convolución. 
El cálculo se puede realizar tomando en considera-
ción todas las funciones de forma o un número limitado 
que se juzgue suficiente. 
5-43 
BIBLIOGRAFIA 
PAUL A. CRAFTON: 11Shock and vibration in linear systems" 
Harper ·& Brodhers • 
. 2 MASSANOBU SHINOZUKA o. L. HENRY: "Random v1bration of a beam colum" 
Proceedings of the A.S.C.E~ oct. 1965. EM;.5 págs. 123 a 143. 
3 COOPER: "The propagation of elastic woves in a rod", 
The Philosophical Magazine 1947 págs. 1 á 22. 
4 H. ARNOLD: "Nuevos procedimientos de medida y ensayo de esfuerzos diná-
micos y geométricos en cables". 
Der Sttahlbau •. Febr. 1970; págs. 33 á 46 
5 WEN-HSIUNG Ll: "Eiastic flexible cable in plane motion under tension" 
Journ. ofAppli$d, Mech. Dcbre. 1959, págs. 587 á 593. 
6 E. KRYNJCKJ a, Z\iMAZtJRKIEWICZ: "Free vibration of a bar with variable 
cross section " Journal of Appl ied Mechs. sept. 1962 págs. 497 á SOl. 
7 J. REY PASTOR: "Los problemas lineales de la Física''. 
1 ntaet 1955. 
8 FREBERG Y KEMLER: "Elements of mechanical vibration". 
J. Wiley 1949. 
9 ZIGNOLI: "Con·strucioni metaliche" 
Hoepl i 1968. 
10 BLEICH: '.'Theorieun Berechnung der Eisernen Brücken" 
Springer 1924. 
11 JACOBSEN Y AYRE: 11 Engineering vibrations" 
Me Graw 1958. 
12 G. B. WARBURTON: "The dynamical behaviour of structures" 
Pergamon 1964. 
13 WOINOWSKY- KRIEGER:!'J. Appl. Mech. Trans. Amer. Soc. Mech 
Engrs, 72, 35. 1950. 
14 POLHANSEN: "Berechnung der eigenschwingungen statisch bestimmter 
Fachwerke". Z. angen Math. u. Mech. 1921. S. 28. 
1.9 NESTORIDES: ''A. Handbook of torsional vibration" 
Cambridge. 1958. 
5~44 
16 TIMOSHENKO Y YOUNG: "Problemas de· vibración en ingeniería" 
Cecsa 1960. 
17 BISHOP Y JOHNSON:. "The mechanics of vibration" 
Cambri.dge 1960. 
18 BiSHOP, .GLAOWELL Y MICHAELSON: "The matrix analysis of vibration" 
Cambridge 1965. 
19 GASKELL: "Qn moment balancing in structural dynamics'' 
Quartety of Applied~Mathematics V.1 pp 237-249. 1943 
20 A. RAITHEL: "La dinamica déi sistemi solidali" 
Giornate del Genio civile 1952. 
21 BISPLINHOFF, HOL T Y HALFMAN: . "Aeroelasticidad" 
Addison-Wesley Pub. comp. fnc. Cambridge. Mass, 1955. 
22 PESTEL Y LECK.I E: "Matrix methpds in elasto-mechanics" 
Me Graw-Hill, 1963. 
23 E. B. ~COLE: "Theory of vibrations for engineers" 
Crosby Lockwood, 1961. 
24 MEIROVITCH: "Analytical methods in vibrations" 
Me Millan 1967. 
25 · D. BURGREE.N: " End-fixity effect on vibration and instability" 
Journal of the Eng. Mechanic. Div. Procedi·ngs ASCE Diciembre, 1960. 
EM. 6. 
26 F. L. RYDER: "Electrical Energy Analogs of vibrating beams" 
Journal of E-.M. D. Próceed. "ASCE. Oet. 60 EM. 5 . 
27 F. Y. CHENG: "Vi"brations of Timoshenko beams andi frameworks"' 
.'J.E.M.D. Proc. ASCE Marzo 1970. 
28 NEUBERT • HAHN!- LEE: "Lumped parameter beams based on impedance 
methods" J.E.M.D. Proc. ASCE Febrero 1970 •. 
29 LEIMBACH-MC DONALD: ,.,Free vibration of two.;dimensional frameworks" 
J.S.D. Proc. ASCE, Febrero 70~ 
30 W. HURTY: "Vibrations of structura·l systems by component mode. synthesis" 
·J.E.M.D. Proc. ASCE. Agosto 1960.-
31 :MALLICK • SEVERN: "Dynamic characteristics of infilled frames" 
Proc. ICE, 1968. art. 7067, pag. 261 a 287. -
32 NORRJS- HANSEN: "Structurat"design for dynamic loads". 
Me Graw-Hill; 1959. 
33 H. LAMB: "Proc. London. Math. Soc. Vol 19 p. ·365. 1888. 
5-45 
34 VOL'TERRA- MORELL: "On the fundamental frecuencies of curved-beams" 
Buletin. lnst. Politech. Din lsai, Serie Novo, Vol 7, 1961. 
35 DEN HARTOG: "Vibrations mechoniques". 
Dunod 1960. 
36 VOL TERRA ANO MORELL: "A Note of the lowest natural frecuency of 
elastic ares" Journal of Appl. Mech. 1960. 
37 VOL TERRA Y ZACHMANOUGLU: "Dynamics of vibrations" 
C. Merri 11 1965. 
38 'M. CAJRONI: .,Sul calcolo delle ~ibrazioni naturali! flessionoli delle travi tipo 
Gerber" Construzioni metaliche, nº 6; 1962. 
39 BIGGS: f ~'lntroduction to structural dynamics''1 
Me Graw-Hi 1 1 1964 
40 KOLOUSEK: "Calcul des efforts dynamiques dans les os satures rigides" 
Dunod 1959.\ 
41 ARRIAGA: "Contribution to the study of torsional vibrations in shafts" 
Symposium Rilem 1963. 
PROBLEMAS 
Problema 1 
Vamos a estudiar el caso de la viga empotrada y apo-
yada. 
-K3 ~/(O;t) 
~~---
' ~ K1 ~ (O;t) 
K4 y'(L; t) 
'-1) 
Kz ~ (L;t) 1 
Condiciones 
k 1 = k2 = k4 00 
Dividiendo la primera fila por ? 1 = oo : haciendo k3 ==o 
en la segunda y dividien.do por k2 y k4 la tercera y cuar-
ta filas, el determinante de frecuencias es 
·5-46 
o 1 o 
o 
-1 o 1 ll= 
sen 'AL cos 'AL sh 'AL eh 'AL 
cos 'AL -sen 'AL eh 'AL sh'AL 
Las ecuaciones de e son entonces 
e 2 +e4 ==0 
-e2 +e¡==U 
e 1sen AL+ r;2 cos )..L + e 3 sh 'AL+ e4 ch'AL ==O 
e 1cos /..L- e 2 sen AL+ e 3 eh AL+ e4 sh AL~ O 
e2 =e4 =o 
e _ e sen 'AL 
3
--
1
' sh 'AL 
y == e ( sen An. ~ _ sh 'An x ) 
n n sen An L sh 'An L 
o 
Mientras que la ecuación de frecuencias es obtenida 
al desarrollar 
es decir ·tg'AL==th>.L 
'AL== n11+ 0,72 
n 
( 'A 1L =3,86 
1 ~·~:~ ~ . 
La determinación de e~~.. se hace a través de 
r::;_J~6my2dx== G-2--.. ('A 4 i_y2-12Y' Y"' ;Jyu2J b 
. . n ).. 2 n, n 1 n n í n a 
. a n 
Las condiciones son Y o= Y~' = Yt = Y'L,= o' 
Y''i=-C >..2 ( senA.nx 
nl n n sen An L + 
Con objeto de normalizar 
1 =L. m. e; 
sh Anx .. ) 
shA.nL 
y por tanto 
...... . 1 ( y~:== F sen An x 
sen An L 
sh An x ) ~
sh An L 
Si, por ejemplo, actúa una carga puntual en x=a de 
valor F 
y ib' An = m f (x/y :.dx n' a' 
Cuando e tiende a cero 
A == F m Y (a) n n. 
5-48 
y por tanto 
f (x)= ~ F mi~ (aJi Y;, {x) 
= F m ~:Y (á). Y (x) : n. ' n 
En nuestro caso 
f(x}= Fm 
r..¡r;il 
~ ( . sen An x sen An a 
sen 2 A 'L 
n 
shAnx. shAna 
sh2 A L 
n 
)-
- ( senAnxshAna sen An L . sen An L + shAnx. sen Ana ) sh An L. sim An.L 
Problema 2 
fS. 2S 
l. Jl ..l. Lz 
<D ® 
La ecuación de los tres momentos es: 
Como M1 =M3 =o l se reduce a 
M2 (a22 + a'22J= 0 
cth AL 1 - ctg AL 1 
2E1 I 1 >.. 
cth >..L2 - ctg AL2 
a'=------
22 2 E 1 A 
la ecuación es 2 2 
ctg AL 1 - ctg AL 1 = ctg AL2- cth AL2 
h 
~ 1 
® 
Si en lugar de receptancias utilizamos los valor a y 
t/lla ecuación.de los tres momentos es 
5.~49 
M 
+_n 
3 
y·en nuestro caso Anen+An+ien+ 1 =0 
Sea An+1=1,75A~ 
b = b 1 = e = e + 1 = h = hn + l = 1 n · n+ . n n n 
K =1 
n 
Kn+ 1=1,75 
An+1 . . · en(Á0 L~)=..,.. . A en+ i1, 75 A_ 0 L0 }=-1,75 en + 1(1,75 A.0 L0 ) 
n 
Para resolverlo por tanteos supongamos: 
Tanteo 1 
A0 LQ=2,4 ; 1,75\ L0 =4,2 
0(2,4 h 1'318 l_ no es posH>le la igualdad· 
8(4,2)=0,1564 ) 
l'anteo 2 
A. L ~ 
o o 
e(2)= 1,1212 
e(3,5)=-0,7148 ; -1,75e(3,5)=1,25 
e (2) <-1,75 e (3,5) . 
·Tanteo 3 
e (2,01 )= 1,124 
e(3,$2)=- 0,64 ' -1,75 e (3,52)=!.JJ._" 
Podemos, pues, aceptar el tanteo~ 
4 E 1 2,01 _o ___ o_. p=4 04 
M L 4 ' . ' 
o o. 
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EJEMPLO 2g 
Supongamos ahora que un extremo está empotrado 
Y' (o)= O 
M 
n 
an- 1; n- 1 
Problema 3 
1P! = 4 rtJ! + 1,2 8z6j 
La forma de resolución más sencilla es por tanteos 
como antes. '\ 
Tanteo 1 
Tanteo 2 
AL=4,10 
(} (4,10).= Ó,109 l 
o (4,94) = 0,37 4 ~ 
I/J(4,10)=- 0,9185 
AL=4,5 
1,2 'AL=4,94 
O!:::: o,o119 ~ 
4 I, = 0,24 
1,28
0
()1::::0,049 
ifJ! = 0,84 > 0,24(€= 0,6) 
1,2'AL=5,4 
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e (4,5 J = o,2615l 
ers,4)=0,5059 ~ 
.¡, (4,5)=-0,6968 
()2 =0,06 ¡ 
o .4 I-= 0,84 
1,2 ()/}1=0,15 
t/J 2 = 0,485 <O, 84 (l =- 0,355) o .· 
Tanteo 3 AL= 4,30 1,2 'AL= 5,15 
(} (4,3) = 0,1964 
fi(5,15) = 0,428 
Tanteo 4 
e {4,32J= o,2o36l 
e (5,1BJ = o,435s ~ 
o/(4,32) =-o, 77 
p = 18,7 
Problema 4 
02 + 1,2 e1· e =o o385 + o.1 = o,1385 o o • 
4!, =0,554 
La viga de trestramos se resuelve muy comodamen-
te tomando el vano central como referencia 
9 a1 Lo cp Lo a3 Lo cp Kl= ;4 E o lo ifJ A 
ti 2S L\ A a L o 
b1 m0 lo~o b3mo 
e 1 E o lo el Eolo Kj=4E 0 / 0 cf>B 
h' _.J!L 1- e1 h2 -~ 3 - e3 
K1:a1 h1 K3 = a1 h3 
5-52 
epA y ifJ8 son precisamente las receptancias'a22 ·y a33 
(} 1 L 12 (} (h 1 1 A0 1 L 0 ) • A 1 L 0 epA=---'--
3 (E 1) 12 3 e 1 E 0 10 
1 4 A 1 . · KA=-.-.(} (h 1 A L ) 3 ez o o 
El procedimiento consistirá en suponer un; A
0 
L
0 
obte-
ner (KA ; KJ; y de ellos el número AL hasta que dos valores 
sucesivos sean suficientemente próximos. 
Problema 5 
Sea la viga continua que esquematizamos. 
1 
1 1 .t.ll4.~ E 1 2S LS 1 -~ ~ ¡,.L/4.1 l/2 .1 ll l/2 
De acuerdo con lo dicho empezaremos determinando 
las caracteristicas estructurales 
l/2 
5-53 
"'\1 
¿} 
-1 
Rigideces del tramo. 
K _ 4 El z---
Lz (--4-:-f-~-"'-~-) = 
Rigideces relativas factores de distribución. 
16 ( 3 81· ) 
4 812 ~ .¡,} 
r 1 = --......--------...----
16 
Factores de transmisión. 
· Empecemos tanteando 
A
0 
L 0 = 4 
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(Jl =0(1)=1,006 
1/Jl 1,012 
1/Jl = 1/J(l)= 1,012 
el=-·-. - = 2,012 0,5 
. 2 61 
(J 2 = 6 (2) = 1,1212 
o/2 C2=--.= 1,236 = 0,55 
o/2 = 1{1(2) = 1,,236 2 (}2 2,242 
3 018 16 X 1 01 16,2 
-·- = 1,01 ; '1 = - --· - = 0,75 
2,97 16 xl,01 + 6. 0,89 21,59 
'2 = 0,25 
1 1 . 
--=--=0899 
(}2 1,1212 • 
A L .· L . '~-'A=-- (1,1212-0,206. 1,236)=--, 0,866 
.3 E 1 . 3 E 1 
" 4 E0 Lo E.l L 2 ~ 1 KA = K8 =-L-ePA= 4 L ' "3 E 1 0,866 = 13 ·~ 0,866 
.o o 
que se acepta 
p = 4,02 2 
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Problema 6 
Ir 0,5 t. Ir" ., o.sL 
La rigidez es constante a lo largo de toda la estructura. 
Si tomamos como referencia el vano central y nume-
ramos 1; ... ; 4 el resto de las piezas tendremos 
A 1 =A 4 =0,5; A2 =A 3 =0,8 
K1 = K4 = 0,5 
Si aislamos la barra central los ángulos en los extre-
mos se obtienen del reparto en los nudos siguientes 
DETERMINACION DE 9 A 
5-56 
Factores de. distribución 
'1 
'2~-----------------
6 15 (}2 
- + ----=----:::----
(} 1 4 (}~ - .¡,; 
Factor de transmisión c2=~ 2 (}2 
Supongamos 
6 ·6 . 
-=--.-55 (}1 1,095~ , 
(}2 = {}(3;04)= 5,335 
15 (}2 15>(5,335 ~ 3 9 
48:-~ 114-93,5 ' 
f1=~=0,58 
9,4 
39 
'2=---·-· =042 
. 9,4 ' 
e = -9,635 - o 9 2 10,67 - , 
-La distribución es inmediata. 
La barra, J. toma M 1 =o, 58 • y la · 2 p,42 transmitiendo al 
extrerno empotrado¡ o,9 x 0,42 = 0,38 
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~42 
El giro de la barra 1 es 
y el de la barra 2 es 
(}2L2 ~L2 ~2 = 0,42 3El- 0;38 6ET 
- 1 - L L ~ = 0,58 X ,095 X 0,5 _!!_== O,J05_o_ 
1 
3 El El 
..1.. = ( 0,42 X 5,335 X 0,8 _ 0,38 X 9,635 X 08 ) Lo L 
'+"2 3 6 .........,.._ = 0,11 _o 
El El 
Evidentemente deberá ser ~~-= ~2 y esto nos da una 
idea de la precisión de nuestros cálculos. 
Tomaremos 
DETERMINACION DE ~B 
Rigideces de tramos 
L 
~A=O,ll-o 
El 
5-58 
Fa.ctores de distribución 
()3·= () (3,04)= 5,335 
'3= o_,7 =056 
1,25 ' 
r = 
0
•
55 
= 044 4 1,25 '· 
La distribución de momentos es 
El giro cpB será 
M3 =0,56 
cPB = cP4 = 0,44 1,095 X 0,5 3 
\ K'A= 4 ~¡ cf:>A=4x0,11=0,44 · 
1 /C B ~4 X :.08 ~0,32 
Buscando en las tablas se obtiene, ,\L =4,18 
6/()4 = 0,55 
El segundo tanteo lo haremos, pues, eón el valor 
,\1 L 1 = .2,09 = ,\4 L4 
A2L2'=3,344=A3 L3 
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()1 = ()4 == () (2,09)= 1~149 
t/12 = t/1(3,344)-:::- 4,62 
r 1 = 
5
•
21 
= 0,635 
. 8,21 
~· MJ;. 0,635' 
l M2 =0,365 
-26,6 
12,6-21,5 
,./.. o 63S X 1,14 9 X o J 5 L L 
'f" A= __ ......;:.~.=-.=-,..:.__..:'"--'"---'-- _o. = 0,12 - 0 . 
3 El El 
3,75 
26,6 =3 
8,9 
-1,78 
'3 - 2,1 _1L_ == --0,()69 
-2,1 + 5,25 3,15 
-~+ 6 
1,78 1,149 
M3 =- 0,669 : 
. 5 25 
'4=---jys- = 1,669 
, 
cPB = 1,669 X 1,149 X 0,5 
3 
M4 = 1,669. ... ¡ 
L .L 
-·-· 
0
-= 0,32 - 0-
E 1 · E 1 
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Kit= 4X 0,12 = 0,48 
KB = 4 u o,32= 1,2a 
Para comprender la posibilidad de que '3 Bea nega-
. tivo basta observar que ~ L2 presenta un valor " alrede-
. dor del cual estamos operando. En el caso lÍmite de \2 L2 =11 
ios pilares dejan de tener rígidez y se comportan como 
simples apoyos de viga continua. En este caso >..L=3,9J y 
. . L 
cf>A=cf>a=0,192 E; 
Tomaremos, pues, como valor definitivo A0 L0 =3;9o y 
por tanto la frecuencia fundamental es 
Problema 7 
p=l5,3 --1/ 'El mL4 o 
Supongamos una viga con carga w uniforme. 
La ecuación es 
Si 
•· 2 Nr q,+P q =-
r r Mr 
.• L f L 
M, ~j m{; {x¡ áx; N,'O, W (x ; <) Y,(x) dx 
' . o o 
Y= sen 1T __.:.. 
·L 
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Ecuación lineal de coeficientes constantes cuya so-
lución es 
y por tanto 
q 4 w - ( 1 - cos pt ) 
Hmp2 
4 W 1TX Y= -·--2 (1 - cos pt). sen-. -. 1T mp L 
La frecuencia es 
fE IY" (x/2dx JL 
__ ___, _______ =..L. .El. 174 sen2~dx 
M ml 0 L4 L 
La flecha máxima se produce cuando 
cos pt =--1 
Como 
y entonces 
y ma% = 2 Y est~tica 
Como 
T= 2L211 W 
· rr . Elg 
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Si en lugar de w a~túa la carga w + W' 
Problema 8 
Carga aisláda movil a velocidad uniforme sobre viga 
simplemente ~:::da_¡:+.::2ux dx =PsMu~ 
i -+O L L 
- € 12 
q +p 2 q = _L P sen 11.!:!1_ 
· mL L 
La integral es 
q = -----'m::-2 ~{;....,. ---..----- (en -11-L V_ t- -~-PV_ sen pt) 
p2 ( "/) 2 
Si llamamos 
2L 211 Tz=---.- P¡=--V T 
q = . 2 P . t.:n 2u-t- _ _I_ sen 217 tT) 
~L (p 2 ·- PJ) \ Tl Tl 
El primer sumando representa las vibraciones for-
zadas ·inducidas por la carga y el segundo la vibración 
natural. 
Como 
y = q X sen ....J!...!:_ 
L 
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Si x = L/2 y v =o tendríamos la flecha estática. 
La resonancia se produce para T=_T
1 
en cuyo caso se 
produce la indeterminación o;o y es preciso recurrir a la 
regla· de L'HOpital. 
En los puentes r 1>> T y el efecto es muy reducido. 
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